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摘要摘要 多层网络是近年来提出的新型复杂网络模型，在级联故障分析、信息传播、链路预测和网络同步等诸多领域均有广泛应

用。多层网络的任意两层网络结构间往往存在关联性和耦合性，如何检测两层网络之间是否具有结构相关性并对其进行定量刻

画是一个非常重要且亟待解决的问题。本文首先分3个层次总结并提出度量双层网络结构相关性的方法与统计量，其中第1层
次是检测双层网络整体上的连接相关性，第2层次检测两层网络所有节点之间整体上的度度相关特性，第3层次是检测双层网络

富节点之间的连接相关性。由于这3种相关性的计算和度量都依赖于网络统计量进行，而统计量的绝对数值往往没有意义，因

此提出了以多种双层网络的零模型作为参照物，通过假设检验方法来量化双层网络之间的结构相关性，分析了这种结构相关性

存在的内在机理。最后，使用一个实证双层网络——全球语言多层网络验证了本文研究范式的有效性。本文研究可检测出实证

多层网络中任意两层之间复杂的耦合作用。

关键词关键词 多层网络；零模型；随机断边重连；结构相关性

复杂网络是指由一定数量的节点在一定时间尺度上相

互关联共同构成的复杂系统，网络科学的研究重点关注复杂

网络中存在的非平凡性质及这些特殊性质的产生机理。目

前，网络科学的相关理论已经运用在生物学、神经科学、社会

学、物理、信息科学等诸多领域，但是大多数复杂网络研究还

主要针对单层网络，仅关注单层网络中存在的非平凡性质及

其产生机理。然而在很多情况下，单层网络仅适用于研究复

杂系统中的一个子集，因为它没有考虑不同层网络之间可能

存在的相关性和因果性，这使得该模型对很多复杂系统的抽

象过于简化。考虑到单层复杂网络的表达能力限制，人们提

出了多种层内连接、层间相关的多层复杂网络模型，目前已

成为很多复杂系统的标准研究模型和新的研究范式[1-2]。

在多层网络中，不同层的网络既可以共用相同的节点集

合，也可以使用不同的节点集合。最简单的多层网络就是双

层网络，双层网络适用于很多实际问题的研究。如在社交网

络中，一种数据记录了用户在不同时间点上和其他用户建立

好友关系或解除好友关系，这种数据描述了社交网络上用户

之间显性关系（谁和谁是朋友）的演化，构成了社交结构网

络。另一种数据记录了用户在不同时间点上与其他用户共

同参与某项调查、发表微博、收发短消息、语音聊天、分享文

件等行为，这种数据描述了社交网络上用户各种参与行为的

演化，完成了用户的社交功能，构成了社交功能网络。很明

显，社交结构网络和功能网络之间存在着一定的相关（耦合）

关系，而且这种相关关系的计算和表达十分重要，这两层网

络之间是否存在结构上的相关以及如何定量刻画相关强度

是一个非常值得研究的科学问题。

在实证网络的研究中，研究者一般会使用多种统计量来

刻画复杂网络的性质。具体的方式如图1（a）所示，首先得到

一个实证网络，计算该实证网络的某个统计量，然后通过该

统计特征的绝对数值对网络性质进行描述。由于网络统计

量没有量纲而且网络规模千差万别，因此这种方式的结果往

往不准确，不同网络之间结果也不具有可比性。而参照零模

型的实证网络研究方法如图1（b）所示，不但要计算实证网络

的统计量，也要计算它对应的多个零模型网络的统计量，然

后将经典的假设检验过程引入到网络科学领域来说明结果

的鲁棒性和可信性，通过统计分析来确定实证网络性质是否

和零模型网络之间存在显著性差异，最终确定其性质是由于

网络结构的哪种结构非平凡性导致的。在本文双层网络结
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构相关性检测的研究中，使用了零模型作为参照的新研究框

架，本研究主要涉及双层网络相关统计量、双层网络零模型

和假设检验统计方法3部分。

考虑到双层网络中层与层之间结构相关（耦合）特性的

重要性，从3个层面（由强到弱）归纳和提出了多种双层网络

结构耦合特性的量化指标。第一层次是检测双层网络中层

与层之间所有连边整体上的连接相关性，第二层次是检测层

与层之间所有对应节点之间的度度相关特性，第三层次是检

测双层网络中两层中富节点之间的连接相关性。这3种相关

性的计算和度量都依赖于网络统计量来进行，鉴于这些统计

量的绝对数值往往无量纲，在研究中不仅关注实际网络统计

量的绝对值，更关注实证网络和该网络随机化零模型比较后

的相对值[3-6]，通过假设检验的统计结果来说明实证网络的性

质，系统性地提出了如何基于随机连边置乱和随机节点置乱

构造出各种网络零模型作为实证双层网络的参照物。

通常，把与一个实际网络具有某些相同性质的随机网络

称为该实际网络的随机化副本，这类随机化网络在统计学上

被称为零模型[7-9]。一个好的复杂网络零模型能为原始网络

提供一个准确的参照，结合统计量指标就可以准确描述出实

际复杂网络的非平凡特性。在本文中，以双层网络为研究对

象，主要参照零模型来分析双层网络之间的相关性。双层网

络的零模型构造方式主要有以下2种。一种是将双层网络中

的一层进行断边重连，这种断边重连既可以进行随机断边重

连，也可以使用有倾向性的断边重连。随机断边重连可以产

生 0、1、2、2.5阶网络零模型，用来检测实证网络和不同层次

随机零模型网络之间的差别。有倾向性断边重连有2方面的

应用：一是可用来检测网络是否具有富人俱乐部特性，二是

可以用来检测网络的匹配特性。另一种构造方式是将双层

网络中的一层进行随机节点置乱，即将该网络中的一些或全

部节点的标号进行随机置乱，这种方式也可以理解为双层网

络中每一层的拓扑结构均没有变化，但是层与层节点之间的

对应关系进行了随机置乱。

为检测双层网络的结构相关性，在计算出实证网络的某

个统计量和对应的多个零模型网络统计量后，就需要采用假

设检验来判断实证网络和零模型之间是否有显著性差异。

其基本原理是将所有零模型视为总体，而将实证网络视为总

体中的一个抽样，通过一些假设检验方法对它们的统计量进

行统计推理，最后得出是否应该拒绝该假设的结论。

1 检测双层网络结构相关性的统计量
1.1 双层网络的形式化定义

尽管多层网络中不限定网络的层数，但是绝大多数研究

中都以双层网络为研究对象，同时由于多层网络（多于2层）

之间的相关关系也需要两两之间进行研究，因此本文中仅研

究双层网络上层与层之间结构的相关性。本文中将下层网

络称为Gα网络，下层网络的节点连接关系用 Aα
ij 的形式表示；

同时将上层网络称为Gβ网络，上层网络的节点连接关系用 Aβ

ij

的形式表示。如果每层网络中有m个节点，那么网络Gα的邻

接矩阵 A = ( )Aα
ij

m ×m
是一个m阶方阵，第 i行第 j列上的元素 Aα

ij

定义为

Aα
ij = ìí

î

1, 如果节点i和节点j之间有边

0, 如果节点i和节点j之间没边
（1）

一个双层无权无向网络，节点 i在Gα网络的度 kα
i 表示为

kα
i =∑j

Aα
ij （2）

如果在网络Gα和Gβ中各层共用一个节点 i，则定义为:
Aαβ

i = ìí
î

1, 如果各层共用一个节点

0, 各层不共用一个节点
（3）

1.2 检测双层网络链接整体相关性的统计量

在本节中，主要检测双层网络中层与层之间链接的整体

相关性，能够检测双层网络中链接是否存在整体相关性的统

计量有以下4种，分别为：长向量相关系数、长向量的互信息、

整体重叠程度、局部重叠程度等。

1.2.1 网络对应长向量的Pearson相关系数

衡量两层网络链接之间的相关性，最常用的方式是计算

两层网络的Pearson相关系数。假定Gα网络的邻接矩阵如图

2（a）所示，它的拓扑结构如图2（b）所示。为比较两层网络之

间的相关性，首先把每层网络对应邻接矩阵中的所有取值看

成一个长向量，每个向量包含n(n-1)个数字（对角线上的数字

忽略不计）。就网络Gβ而言，将它邻接矩阵中的数值先从左

到右、再从上到下依次写下来，得到长向量是Vα=[1, 0, 0, 0,
1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1]。对于另外一层网

络Gβ，也可以使用同样的方法得到它的长向量Vβ，然后两个

向量的Pearson相似系数就代表两个网络的相似性系数[10]。

Pearson相关系数是最常用的计算节点之间度相关性的

指标，同样可以拓展到双层网络中的度相关性测量中，具体

公式为

图1 传统实证网络研究与参照零模型实证网络

研究过程对比

Fig. 1 Comparison between the traditional study and
the study based on null model for correlation detection

（a）传统实证网络研究过程 （b）参照零模型的实证网络研究过程
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pαβ =
να

i ν
β

i - να
i ν β

i

σ να
i σ νβ

i

（4）

式中，να
i 为 Vα 中的 i 个元素，νβ

i 为 Vβ 中的 i 个元素，

σ( )να
i = να

i ν
α
i - να

i

2
，而 σ( )νβ

i = νβ

i ν
β

i - νβ

i

2
。

采用公式计算，可以得到网络Gα和Gβ之间的相关系数，

该值为-1~1的数值。若该值大于0，可认为两个向量存在正

相关；该值小于0，可认为两个向量存在负相关。但考虑到网

络对应向量的特殊性，会发现Pearson相关系数的数值和网络

的链接特性存在一定的关联性，即使是没有相关性的两个网

络，它们之间的Pearson相关系数也可能不等于零，因此该统

计特征的绝对数值和很多网络统计量一样，只有和它对应的

零模型结果比较后才有实际意义。对于网络Gβ而言，假定生

成它的一个零模型网络 G ′
β 如图2所示，该零模型的长向量是

[0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0]，也可以

得到它和 G ′
β 网络的Person相关性系数。从定性分析的角度，

当实证双层网络的Gα和Gβ之间的相关系数远远高于Gα和 G ′
β

之间的相关系数，就认为Gα和Gβ之间具有正相关性。相反，

如果网络Gα和Gβ之间的相关系数显著低于Gα和 G ′
β 之间的相

关系数，就认为Gα和Gβ之间具有负相关性。

1.2.2 网络对应长向量的互信息

除了可以使用Pearson相关系数来计算两层网络对应长

向量的线性相关系数，也可以使用互信息来计算两个长向量

的非线性相关性。在信息论中，互信息主要是用来检测两个

事件集合之间的非线性相关性来表示信息之间的关系，可以

尝试用互信息这个统计量来检验两层网络间的结构相关性。

互信息的具体定义如下，设X，Y 为两个离散时间序列，

当 X ={ }x1,x2,⋯,xn ，Y ={ }y1,y2,⋯,yn 时的概率分别为p(x1)，p(y1)，
（i=1，2，…，n；j=1，2，…，m）。 其 中 ，有 ∑i

p( )xi = 1 ，

∑j
p( )xj = 1。X和Y分别为信源时对应的信息熵为

H ( )X = -∑
i = 1

n

p( )xi log2 p( )xi （5）
H ( )Y = -∑

J = 1

M

p( )yi log2 p( )yi （6）
设由X与 Y构成的联合信源 XY ={ }x1,y1,x1y2,⋯,xnym 时的概

率分布为

XY:é
ë
êê

ù

û
úú

x1y1, x1y2, ⋯, xnym

p( )x1y1 , p( )x1y2 ,⋯, p( )xnym

（7）
联合信源XY的信息熵为

H ( )XY = -∑
i = 1

n ∑
j = 1

m

p( )xiyj log2 p( )xiyj （8）
则信源X与Y的互信息定义为（以bit为单位）

I ( )X,Y =H ( )X +H ( )Y -H ( )XY （9）
互信息是对两个信源X与Y之间关联程度的度量指标，它满

足对称性与非负性，即有

I ( )X,Y = I ( )Y,X ,其中I ( )X,Y ≥0 （10）
从绝对数值上看，当X与Y完全相同时，互信息最大；当 X与

Y完全独立时，互信息值为零[11]。而在实际的应用中，互信息

量要结合零模型网络才能发挥作用。由上述互信息的定义

可知，如果采用 1.2.1节中的方法将网络Gα映射成长向量Vα，

同时将网络Gβ映射成长向量Vβ后，就可以计算Vα与Vβ之间的

互信息。

1.2.3 整体重叠程度

相对于Pearson相关系数、互信息等指标，还可以使用双

层网络的整体重叠程度来刻画两层网络整体链接的相关

性。网络的整体重叠程度定义为：双层网络中对应节点之间

的连边重叠程度。如图2所示，在双层网络中，如果节点 i和

节点 j在Gα网络中相连的同时在Gβ网络中也相连，则称 i-j这
条连边是重叠的。耦合网络中上下层网络连边的重叠程度，

可通过链的重叠来公式化表示[12]。经过归一化处理后，耦合

网络的总体重叠程度可表示为

Oαβ =
∑
i≠ j

Aα
ij A

β

ij

min{ }Nα,N β
（11）

式中，Nα为Gα中的连边数，而Nβ为Gβ网络中的连边数。如果

在Gα网络中节点 i与节点 j之间相连，我们定义 Aα
ij = 1，若不相

连则 Aα
ij =0。同理，在Gβ网络中节点 i与节点 j之间相连，定义

Aβ

ij = 1，若不相连则 Aβ

ij =0。Oαβ表示节点 i与节点 j在Gα网络

中相连的同时也在Gβ网络中相连的总链数[13]。如果两个网络

的链接特性完全相同，则Oαβ的值取为1。如果两个网络的链

接特性完全不同，则Oαβ的值为0。在一般情况下，Oαβ应为0~
1的某个值。

图2 双层网络的拓扑结构和其对应的邻接矩阵

Fig. 2 Double-layer network topology and its
corresponding adjacency matrix

（a）双层网络的拓扑结构 （b）双层网络的邻接矩阵
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1.2.4 局部重叠程度

除了定义全局重叠程度，针对每一个节点，也可以定义

该节点的局部重叠程度。节点 i的局部重叠程度定义为

Oαβ

i = ∑j = 1
kαi Aα

ij A
β

ij

kα
i + kβ

i -∑j = 1
kα Aα

ij A
β

ij

= ∑j = 1
k
β
i Aα

ij A
β

ij

kα
i + kβ

i -∑j = 1
k
β

Aα
ij A

β

ij

（12）

式中，kα
i 为节点 i在Gα网络中的度，kβ

i 为节点 i在Gβ网络中的

度。分子∑j = 1
kαi Aα

ij A
β

ij 或∑j = 1
k
β
i Aα

ij A
β

ij 计算的是在双层网络Gα和

Gβ 中 节 点 i 共 用 一 个 邻 居 节 点 j 的 数 量 [14]，而 分 母

kα
i + kβ

i -∑j = 1
kα Aα

ij A
β

ij 或 kα
i + kβ

i -∑j = 1
k
β

Aα
ij A

β

ij 计算的是节点 i在双

层网络Gα和Gβ中非重复链接的数量。分子和分母的比值为

0~1。
局域重叠程度可以计算任意节点在双层网络上链接的

重叠程度，但不能直接计算出两个网络整体上链接的相关程

度。它的优点是可以组合出比较细致的特征，如将在网络Gα

上度相同的节点集总起来计算它们的平均局域重叠程度，可

以看出平均重叠程度这一指标是如何随着它们的度值而发

生变化。可以将这一数值看成是检测双层网络链接整体相

关性的一个统计量，而且展示出的信息比全局重叠程度更加

丰富。

1.3 检测双层网络度度相关特性的统计量

在双层网络中，如果一层网络中的度大节点倾向于和另

外一层的度大节点相连，这种倾向性即为双层网络中度匹配

的正相关性，定义该双层网络为同配双层网络。如果一层网

络中的度大节点倾向于和另外一层中的度小节点相连，这种

倾向性即为度匹配的负相关性，定义该双层网络为异配双层

网络。

1.3.1 双层网络度度相关的定义

将双层网络中节点的度度相关性定义为：如果同一节点

在不同层上的度是相互关联的，即节点 i在Gα网络中为度大

（小）节点的同时在Gβ网络中也为度大（小）节点，称为正相关

性双层网络[14-15]，如图4（a）所示。相反，如节点 i在Gα网络中

为度小（大）节点的同时在Gβ网络中也为度大（小）节点，称为

负相关性双层网络，如图 4（c）所示。此外，如果两层网络的

节点之间度值没有任何相关性，则该网络被称为无相关性双

层网络，如图4（b）所示。

基于上述双层网络中节点度度相关特性的定义，总结了

4种计算方法去检测网络的度度相关特性：分别为度特征矩

阵、余平均度、Pearson相关系数和Spearman相关系数 [13]。

1.3.2 度特征矩阵

度特征矩阵P(kα,kβ)是一种对双层网络中节点度度相关

特性进行检测的方法[9]，它是相同节点在Gα网络的度值为 kα、

在 Gβ网络的度值为 kβ的数目。比如说，节点 i在Gα网络中的

度为kα，在Gβ网络中的度为kβ，则P(kα,kβ)加1，直至统计完所有

的节点。在得到P(kα,kβ)值后，通过构建度度剖面来观察度特

征矩阵。

1.3.3 余平均度

与单层网络类似，余平均度是另外一种刻画双层网络度

相关性的方法。将Gβ网络中度值为 kβ的节点归类，归类后这

些节点在Gα网络中的度值的平均值记为kα(kβ），则有

-
k
α( )kβ =∑

kα

kαP( )kα kβ =
∑

kα

kαP( )kα,kβ

∑
kα

P( )kα,kβ
（13）

式中，
-
k
α( )kβ 可用于衡量 Gα与 Gβ之间的相关性，如果函数

-
k
α( )kβ 不随着度值 kβ变化，则Gα与Gβ之间是不相关的[9]。如果

函数
-
k
α( )kβ 随着度值 kβ的增加而增加，则Gα与Gβ之间是正相

关的。如果函数
-
k
α( )kβ 随着度值 kβ的增加而减小，则Gα与Gβ

之间是负相关的。

1.3.4 Pearson相关系数

Pearson相关系数除可以计算两层网络关联矩阵对应长

向量的相关性，也是最常用的计算节点之间度相关性的指

标，同样可以拓展到双层网络中的度相关性测量中，具体公

图3 双层网络整体重叠的示意

Fig. 3 Overall overlap of a double-layer network

（a）双层网络的拓扑结构
（b）双层网络拓扑结构叠加后

的示意

图4 不同度度相关性双层网络的示意

Fig. 4 Degree correlation of a double-layer network

（a）正相关性双层网络（b）无相关性双层网络 （c）负相关性双层网络
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式为

rαβ =
kα
i k

β

i - kα
i k β

i

σ kα
i σ kβ

i

（14）

式中，kα
i 为节点 i在Gα网络中的度，kβ

i 为节点 i在Gβ网络中的

度， kα
i k

β

i 为节点 i在Gα网络中的度 kα
i 与在Gβ网络中的度 kβ

i

值乘积的平均数。Gα网络中 σ( )kα
i = kα

i k
β

i - kα
i

2
，Gβ网络

中 σ( )kβ

i = kβ

i k
β

i - kβ

i

2
。如果 rαβ＞0，那么网络是同配的；

rαβ＜0，则网络是异配的。绝对值 || rαβ 的大小，反映了双层网

络同配或异配的强弱程度。需要说明的是，Pearson相关系数

只有在 2个输入变量均服从正态分布（更准确地说是二维正

态分布）的情况下才能有效计算出两者之间的相关关系。在

这里，以Gα和Gβ的度序列作为输入变量，考虑到很多网络的

度分布都是幂率的，因此Pearson相关系数计算出的绝对数值

有时是有偏差的。对于该问题，一种解决方案是将每个节点

的度值转化为它对应度值大小的升序排序，然后再对其计算

相关系数。

1.3.5 Spearman相关系数

将双层网络中的节点按度值的顺序进行升序排列并生

成相应的度序列 { }xα
i 和 { }xβ

i ，节点 i在Gα网络中的排列顺序

记为 xα
i ，节点 i在Gβ网络中的排列顺序记为 xβ

i ，则 Spearman
相关性系数ραβ可定义为

ραβ =
xα
i x

β

i - xα
i x β

i

σ( )xα
i σ( )xβ

i

（15）

式中，xα
i 是节点 i的度 kα

i 在度序列 { }kα
i 中的升序排名，xβ

i 是

节 点 i 的 度 kβ

i 在 度 序 列 { }kβ

i 中 的 升 序 排 名 ，

σ( )xα
i = ( )xα

i

2 - xα
i

2
，σ( )xβ

i = ( )xβ

i

2 - xβ

i

2
。 比 较

Pearson和Spearman两个相关系数的计算公式，发现它们形式

相同，区别在于 Pearson相关系数输入的是原始的度值，而

Spearman相关系数输入的是原始度值的排序值。Spearman
对变量的分布无要求，它利用度的秩次进行计算，可以用在

度值任意分布的网络中。但考虑到网络中度相同的节点很

多，该方法根据网络中度序列来计算网络的相关性，由于相

同节点度的排序往往是随机的而不是唯一的，因此通过该方

法多次计算出来的ραβ值并不唯一，存在一定的不稳定性。

1.4 检测双层网络中两层中富节点之间的连接相关性

在复杂网络中，富节点（Hub节点）指的是度大的节点，由

于度大节点拥有更多的连接关系，因此在网络中相对于一般

节点，它们往往具有更高的地位、能起到更重要的作用[16-17]。

由于很多网络的度分布都具有幂率特性，因此度大节点的度

远远高于其他节点但是其数量却极少，因此单独对富节点进

行专门研究是必要的。本文中专门研究在双层网络中富节

点之间的链接相关性，即双层网络的富节点之间是否存在富

人俱乐部或非富人俱乐部现象。

1.4.1 双层网络的富人俱乐部系数定义

在单层网络中，富人俱乐部现象是指富节点之间更倾向

于相互连接这一特殊现象，这一性质可以用富人俱乐部系数

来表示[18-19]。如果实证网络的富人俱乐部系数较高，则说明

实证网络存在富人俱乐部现象。相反，如果实证网络的富人

俱乐部系数较低，则说明实证网络存在非富人俱乐部现象。

在双层网络中，本研究不关注单层网络上富节点之间的

链接关系，而是关注于两层的富节点之间是否相关，是否存

在链接特性。因此，双层网络中富节点之间的连接相关性指

的是在一层网络中的富节点（度大节点）在另外一层网络中

的对应节点是否也为富节点（度大节点）。如果在一层网络

中某些节点为富节点，而在另外一层网络中这些节点的对应

节点也倾向于富节点，则该双层网络具有富人俱乐部特性。

相反，如果在一层网络中某些节点为富节点，而在另外一层

网络中这些节点的对应节点倾向于都不是富节点，则该双层

网络具有非富人俱乐部特性。

1.4.2 双层网络富人俱乐部系数

考虑到双层网络中每层网络的节点度分布不同，如果设

定一个度值，大于该度值为富节点，小于该度值为非富节点，

那么双层网络中的富节点个数会不同，尤其在上层和下层度

分布相差较大的双层网络中，这种不对称性会尤其明显。因

此，在这里不根据绝对的度值，而是根据节点度大小的排序

来确定富节点。在确定两层网络的富节点集合后，双层网络

的富人俱乐部系数可以定义为

φαβ =
m( )kα ∩m( )kβ

m( )kα ∪m( )kβ
（16）

式中，m( )kα 是α层网络中的富节点集合，表示的是α层网络

中度值大于 kα的节点，而 m( )kβ 是β层网络中的富节点集合，

表示的是β层网络中度值大于 kβ的节点。考虑到两层网络的

度分布可能具有差别，kα与 kβ的值可以不同。因此，上式表示

双层网络的富人俱乐部系数为两层网络中富节点的交集除

以富节点的并集。如果两层网络之间的富节点完全一致，则

富人俱乐部系数为 1。如果两层网络之间的富节点完全不

同，则富人俱乐部系数为0。一般情况下，两层网络之间的富

节点有一定的重合性但是又不完全相同，因此该值应该为0~
1。如果该值比较大，表明实证网络有正向的富人俱乐部影

响，也就是说富节点之间更倾向于相互连接。相反，如果该

值比较小，则表明原始网络有负向的加权富人俱乐部影响，

即富节点之间不倾向于相互连接。

1.4.3 富节点的度特征矩阵和余平均度

上文提到的度特征矩阵和余平均度是两种对双层网络

中所有节点度度相关特性进行测量的方法，富节点指的是网

络中的度大节点，它们自然也是在所有节点的集合中。因

此，如果分析度特征矩阵和余平均度中的度大节点（富节点）
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体现出的特征，即仅研究富节点的度特征矩阵或余平均度，

也可以描述双层网络的富人俱乐部现象。

2 双层网络零模型的构造
2.1 基于层内断边重连的双层网络零模型

层内断边重连是构造双层网络零模型的一种方式，其主

要思想是将双层网络中的其中 1层进行连边置乱，但是层间

节点的对应关系不会改变。在单层网络中，随机断边重连是

最常用的零模型网络构造方式。使用网络零模型主要的目

的是检测实证网络的非平凡特性，这就需要从粗糙到精确逐

步逼近原始网络的性质。Mahadevan等[20]为逐步逼近实证网

络，根据原始网络的基本特性，可将网络中的基本组成单元

分成不同的小模块如图5（a）[21]所示，最左端为原始网络，右端

从右到左依次介绍了产生不同阶数的零模型所需要原始网

络的基本性质，从而引入了不同阶数网络零模型的概念，如

图5（b）[21]所示。不同阶数网络零模型之间并不是独立的，按

照 约 束 条 件 从 少 到 多 ，存 在 一 种 包 含 关 系 ，即

0 K⊇1 K⊇2 K⊇⋯( )n - 1 K⊇ nK ，任何一个 n阶零模型都会

包含（n-1）阶零模型的性质。

0阶零模型是最简单也是最随机化的网络零模型，只需

要与原始网络具有相同的节点数和平均度。1阶零模型与原

始网络不但具有相同的节点数、相同的平均度，更重要的是

具有相同的节点度分布 p(k)，度分布是指原始网络中节点度

的概率或数目的分布。2阶零模型与原始网络具有相同的联

合度分布 p(k1,k2)，联合度分布是指每条边两端连接节点的度

值数目（概率）。2.25阶零模型是根据原始网络中的联合度分

布和平均聚类系数这两个物理属性构造的，要求与原始网络

具有相同的联合度分布 p(k1,k2)和平均聚类系数C(k)。2.5阶

零模型与原始网络具有相同的联合度分布p(k1,k2,k3)和度相关

的平均聚类系数C(k)，3阶零模型与原始网络具有相同的联

合边度分布 ,要求零模型网络和原始网络具有相同的开三角

形和闭三角形分布。

随着生成零模型的约束条件逐步增加，构造的高阶零模

型比低阶模型更接近于原始网络，因此精确的 3阶零模型比

0~2.5阶零模型更接近于原始网络。以此类推下去，理论上

还可以定义更高阶的零模型[7]。随着约束条件越多，可以被

置乱的连边数也就越少，生成的网络零模型越接近于原始网

络，但是这样进行连边置乱也就越困难。对于 3阶网络零模

型，该零模型受到的约束条件已经很多，多数情况下不能在

一个有限的计算时间内生成相应的零模型，因此不具备实用

性，对于大部分网络来说 2.5阶零模型是现在能够实现的最

高阶的实用零模型[8,21]。

双层网络中同样采用随机断边重连的方式构造零模

型。基于随机断边重连的双层网络零模型构造方式和单层

网络零模型的构造方式大致相同，不同的是双层网络中各层

共用一个节点集合，在进行断边重连过程中，保证双层网络

中其中 1层不变，而另 1层网络根据不同的约束条件进行随

机断边重连。

2.1.1 基于随机断边重连的0阶零模型

0阶零模型网络中仅仅需要保证与原始网络的平均度不

变，在对双层网络进行0阶零模型的构造过程中，保证Gα网络

不做任何改变，根据生成0阶零模型的约束条件，将Gβ网络进

行连边的随机置乱。如图6（a）所示，每次随机选择原始网络

中的1条边CD，先将CD这条边去掉，然后再随机选择网络中

2个不相连的节点如D和E，并在他们之间添加 1条连边，如

图6（b）所示。为使网络充分随机化，一般应根据网络的规模

将上述断边重连过程重复多次，直到原始网络足够随机化后

才认为生成了对应的零模型网络。一般随机化的次数应该

在2倍实证网络连边数以上。

2.1.2 基于随机断边重连的1阶零模型

1阶零模型网络需要保证与原始网络的度分布不变，根

据1阶零模型网络的约束条件，如图7（a）所示，每次随机的选

择Gβ网络中的两条边BE和CD。先将连边BE和CD边切断，

再使节点B与C相连、D与E相连，从而得到两条新边BC和

DE，如图 7（b）所示。在随机断边重连的过程中，这 4个节点

的度值均保持不变，因此置乱前后保证了网络Gβ的度序列不

变。为了使网络充分随机化，一般应根据网络的规模将上述

断边重连过程重复多次，直到原始网络足够随机化后才认为

生成了对应的零模型。

图5 不同阶数网络零模型之间的层次关系

Fig. 5 Hierarchical relationships between Dk null
model network

（a）原始网络以及Dk零模型的子图分布

（b）Dk序列的收敛性与包含性分布
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2.1.3 基于随机断边重连的2阶零模型

2阶零模型需要保证与原始网络的联合度分布不变，每

次随机选择Gβ网络中的 2条边如 AE和CD，如图 8（a）所示。

节点A和D的度为 2，节点C和E的度为 1。为了保证断边重

连前后Gβ网络中 2条边连接节点的度值不变，就将连边AE、

CD断开，再使节点A与C相连，D与E相连，从而得到 2条新

边AC、DE，如图8（b）所示。注意不能使A和D相连，C和E相

连，因为这样不满足联合度分布不变的约束条件。为使网络

充分随机化，一般应根据网络的规模将上述断边重连过程重

复多次，直到原始网络足够随机化后才认为生成了对应的零

模型。

2.1.4 基于随机断边重连的2.5阶零模型

2.5阶零模型与原始网络具有相同的联合度分布和度相

关的平均聚类系数。基于随机断边重连的2.5阶零模型构造

的过程如图 9所示。在原始网络Gβ中随机选取 2条边，首先

要保证联合度分布不变即 2阶零模型的基本性质不变。其

次，断边重连之前计算2条连边两端每个节点聚类系数的值，

以及邻居节点聚类系数的值。经过断边重连之后计算新生

成的连边两端节点的聚类系数，以及邻居节点聚类系数的

值。若断边重连前后所选边上的相同度的节点平均聚类系

数的值不变，则证明断边过程是成功的，若聚类系数的值不

一致，则证明所选的边不符合条件，需要重新再选。为了使

网络充分随机化，一般应根据网络的规模将上述断边重连过

程重复多次，直到原始网络足够随机化后才认为生成了对应

的零模型。

2.2 基于节点置乱的双层网络零模型

前面介绍了不同阶次的随机断边重连零模型构造方法，

其核心是不改变双层网络中每层节点的位置，仅置乱某一层

节点之间的链接结构，因此零模型在拓扑结构上和原始网络

图6 基于随机断边重连生成0阶双层网络零模型的示意

Fig. 6 Random mixing process of 0 k null model

（a）原始双层网络 （b）0阶双层网络零模型

图7 基于随机断边重连生成1阶双层网络零模型的示意

Fig. 7 Random mixing process of 1k null model

（a）原始双层网络 （b）1阶双层网络零模型

图8 随机断边重连生成2阶双层网络零模型的示意

Fig. 8 Random mixing process of 2k null model

（a）原始双层网络 （b）2阶双层网络零模型

图9 基于随机断边重连生成2.5阶双层网络零模型的示意

Fig. 9 The random mixing process of 2.5k null model

（a）原始双层网络 （b）2.5阶双层网络零模型
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是不同的。下面介绍的基于节点置乱的方法，其核心是保持

拓扑结构和原始网络相同的情况下随机置乱某一层节点的

标号，使层间的链接关系发生变化，即在零模型的生成过程

中每层网络的结构均保持不变，但是层间节点的对应关系发

生改变。

2.2.1 基于节点随机置乱的零模型网络

节点随机置乱零模型的产生方法是将对应节点标号（位

置）进行随机调换。节点随机置乱零模型的构造方式如图10
所示。图 10（a）为原始双层网络，网络中各层共用一个节点

集合。图 10（c）为随机置乱节点后的双层网络，在对双层网

络进行随机置乱的过程中，保证 Gα网络不变，仅置乱 Gβ网

络。具体的置乱过程如图 10（b）所示，经节点随机重排后的

网络中，节点A置换到了节点D的位置，节点D置换到了节点

A的位置。需要注意的是，仅仅将Gβ网络中的节点标号进行

随机重排，网络结构保持不变。除了像上述过程中那样一次

置乱 2个节点位置，也可以使用二次指派程序（quadratic as⁃
signment procedure，QAP）一次将所有节点的对应位置全部置

乱[10]。就其置乱的结果来看，2种方法的效果是一样的。

2.2.2 基于有倾向性节点置乱构造具有正匹配效应的零模

型网络

双层网络匹配特性主要衡量的是相同节点在不同层网

络中的相关性。有倾向性节点置乱算法构造的同配网络零

模型过程如图11所示。在图11（a）中，原始网络中Gα网络的

A节点为度大节点，E节点为度小节点；而原始Gβ网络中A节

点为度小节点，E节点为度大节点。为了构造同配网络，如图

11（b）将Gβ网络中A、E节点的标号互换位置，最终生成的网

络如图11（c）所示，Gβ网络中的A′节点（交换前为E节点）与其

对应的Gα网络的A节点都为度小节点，Gβ网络中的E′节点（交

换前为 A节点）与其对应的Gα网络的E节点都为度大节点。

将这一过程反复进行，就可以生成强同配的网络。

2.2.3 基于有倾向性节点置乱构造具有负匹配效应的零模

型网络

有倾向性节点置乱算法构造负匹配网络零模型过程如

图12所示。在图12（a）的双层网络中，无论在Gα网络或者Gβ

网络中，D节点均为度小节点，而E节点均为度大节点。为了

构造异配网络，如图12（b）将Gβ网络中D、E节点互换位置，最

终生成的网络如图12（c）所示，此时Gβ网络中的E'节点（交换

前为D节点）为度小节点与其对应的Gα网络的E节点为度大

节点，Gβ网络中的D'节点（交换前为E节点）为度大节点与其

对应的Gα网络的D节点为度小节点。将这一过程反复进行，

就可以生成强异配的网络。

2.2.4 基于有倾向性节点置乱生成具有富人俱乐部特性的

零模型网络

在保证原始网络其他特性不变的情况下，尝试构造出具

有或不具有富人俱乐部特性的双层网络零模型。这类零模

图10 基于节点随机置乱生成双层网络零模型的示意

Fig. 10 Process of node random rewiring for
producing the null mode

（a）原始双层网络 （b）节点置乱双层网络

零模型生成过程图

（c）节点置乱双层网络

零模型

图11 基于有倾向性交换连边生成同配网络的示意

Fig. 11 Process of edge selective rewiring for
producing the assortative null model

（a）原始双层网络 （b）同配双层网络零模

型生成过程

（c）同配双层网络零

模型

图12 基于有倾向性交换连边生成异配网络的示意

Fig. 12 Process of edge selective rewiring for
producing the disassortative null model

（a）原始双层网络 （b）异配双层网络零模

型生成过程

（c）异配双层网络零

模型
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型网络有两方面的用处。一方面对于一个实证双层网络，在

保持该网络某些特性不变的情况下，人们往往想知道该网络

拥有富人俱乐部性质或不拥有富人俱乐部性质对于网络性

质的影响。由于实证网络只有一个，那么由该网络来生成一

系列可供比较的具有不同富人俱乐部特性的零模型网络就

很有意义。另一方面，对于一个实证网络，即便是我们知道

了该网络具有或不具有富人俱乐部特性，但是该网络具有该

性质的强弱如果没有参考对象的话仍然是未知的。如果能

构造出一系列富人俱乐部特性由弱到强的网络族作为参照，

那么实证网络拥有的富人俱乐部特性有多强有多弱就一目

了然了。

有倾向性随机节点置乱算法构造具有富人俱乐部特性

的网络零模型的整个过程如图13所示。在图13（a）中，原始

网络中Gα网络的C节点为非富节点，E节点为富节点；而原始

Gβ网络中C节点为富节点，E节点为非富节点。为了构造富

人俱乐部网络，如图13（b）将Gβ网络中C和E节点互换位置，

最终生成的网络如图13（c）所示，此时Gβ网络中的E′节点（交

换前为C节点）与其对应的Gα网络的E节点都为富节点，Gβ

网络中的C′节点（交换前为E节点）与其对应的Gα网络的C节

点都为非富节点。将这一过程反复进行，就可以生成具有富

人俱乐部特性的网络。

2.2.5 基于有倾向性节点置乱生成不具有富人俱乐部特性

的零模型网络

有倾向性随机节点置乱算法生成不具有富人俱乐部特

性的零模型网络如图14所示。在图14（a）中，原始网络中Gα

网络的C节点为非富节点，E节点为富节点；同时在Gβ网络中

C节点也为非富节点，E节点也为富节点。为构造非富人俱

乐部网络，如图14（b）将Gβ网络中C和E节点互换位置，最终

生成的网络如图14（c）所示，此时Gβ网络中的E'节点（交换前

为C节点）为非富节点，与其对应的Gα网络的E节点为富节

点，Gβ网络中的C′节点（交换前为E节点）为富节点，与其对应

的Gβ网络的C节点为非富节点。将这一过程反复进行，就可

以生成不具有非富人俱乐部特性的网络。

3 检测双层网络链接相关性的假设检验方法
在计算出实证网络的某个统计量和对应的多个零模型

网络统计量后，就需要采用假设检验来判断实证网络和零模

型之间是否有显著性差异。其基本原理是假设将所有零模

型看做是总体，而将实证网络看成是总体中的一个抽样，通

过一些假设检验方法对得到的统计量进行统计推断，最后得

出是否应该拒绝该假设的结论。

3.1 比值法

假设某种结构相关性统计量在实际网络中计算出来的

值为 N（Gα,Gβ），而在多个零模型中计算出来的平均值为

Nr( )Gα,Gβ ，则两者的比值为

R( )Gα,Gβ = Nr( )Gα,Gβ

Nr( )Gα,Gβ

（17）

在实际应用中，如果 R( )Gα,Gβ > 1，那么意味着实际网络的设

计或者演化过程促进了该连接相关性的出现；相反，如果

R( )Gα,Gβ < 1，则意味着实际网络的设计或者演化过程抑制了

该连接相关性的出现。该方法适合于画图直观看出实证网

络和零模型网络均值之间的差异，但是缺点是没有考虑到零

模型之间的差异（方差），因此无法定量化推断出应该接受还

是拒绝零假设。

3.2 Z检验方法

在统计学中Z检验方法（平均值差异检验方法）是一种参

数统计方法，假定数据符合正态分布推断差异发生的概率，

图13 根据节点置乱生成具有富人俱乐部特性的

双层网络零模型示意

Fig. 13 Process of double network nodes rewiring
producing the null model with rich club property

（a）原始双层网络 （b）生成具有富人俱乐

部特性的双层网络零模

型生成过程

（c）生成具有富人俱

乐部特性的双层网络

零模型

图14 根据节点置乱生成不具有富人俱乐部特性的双层

网络零模型示意

Fig. 14 Process of double network node rewiring
producing the null model without rich club property

（a）原始双层网络 （b）生成不具有富人俱

乐部特性的双层网络零

模型生成过程

（c）生成不具有富人

俱乐部特性的双层网

络零模型
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从而比较两个平均数的差异是否显著，可以用Z检验方法检

验结构相关性统计量在实际网络中出现的数值和在零模型

中出现的数据差异的显著性。具体地说，连接相关性Z（Gα,
Gβ）的统计重要性可以用式（18）来刻画

Z( )Gα,Gβ = N( )Gα,Gβ - Nr( )Gα,Gβ

σ( )Gα,Gβ

（18）
式中，σ( )Gα,Gβ 是零模型中某个结构相关性统计量 N( )Gα,Gβ

出现的平均数值 N( )Gα,Gβ 的标准差。Z值的绝对值越大就

表示差异越显著，越能说明结构相关性 N( )Gα,Gβ 产生于实证

网络，而非随机造成的。在得到实证网络的 N( )Gα,Gβ 值后，

可以通过比较它和零模型所对应的均值 Nr( )Gα,Gβ 来分析

实际网络的结构相关特性。在Z检验中，假设检验的统计量

需要服从正态分布，对原始网络和零模型网络的统计量要使

用高斯分布的参数检验方法进行检验，但很多情况下网络的

统计量并不一定满足正态分布，此时使用参数检验方法就会

有一定偏差。

3.3 秩检验方法

秩检验方法是一种非参数检验方法。Schreiber等[22]提出

的将统计量排序（Rank-Order）后再进行检验的秩方法。该

方法首先产生 1 λ - 1组（单边检验）或 2 λ - 1组（双边检验）

替代数据，然后计算原始数据和替代数据的检验统计量并进

行排序，如果原序列的检验统计量为最小或最大，则拒绝零

假设，检验的显著性水平为1 -λ。该方法不需要对待假设的

统计量分布做出限制，可以使用在总体方差未知或知道甚少

的情况下，因此具有广泛的适用性。

4 参照零模型的实证双层网络结构相关性检测

结果
4.1 所用实证网络的介绍

为度量双层网络之间的相关性，对本文中提出的度量方

法和统计量基于实证网络并参照零模型进行了检验。本文

中使用的网络为全球语言的多层网络，语言网络的实验数据

取自文献[23]，其中该多层网络有 3层：一层为多种语言的

Wikipedia网络，它包括 134个语言节点；一层为多种语言的

Twitter短信息网络，包含 73个语言节点；还有一层是不同语

言书籍之间的相互翻译关系网络，包括283个语言节点。

本文所构造的双层网络采用各层共用一个节点集合这

一属性。为保证双层网络中Gα网络与Gβ网络中的节点能够

一一对应及数据的完整性，将Wikipedia和Twitter网络中的节

点取并集，取并集后的语言节点有140个，并且将采用的这两

个网络的原有节点都统一进行了编码。这样就构成了一个

全球语言的Wikipedia和Twitter双层网络，且该双层网络中共

用一个语言节点集合。

4.2 基于互信息和比值法检测网络整体相关性

对于全球语言网络的Wikipedia和Twitter两层网络，它们

之间的互信息值如表 1所示，计算出了不同阶数连边随机置

乱和节点随机置乱零模型的互信息值的均值和标准差，每种

零模型的样本数为 50。由真实网络和零模型网络的互信息

统计量比值可知，在连边置乱 0阶零模型和节点置乱零模型

中，真实网络中的互信息值远远大于零模型网络，说明与这2
种零模型相比，真实网络特殊的拓扑结构促进了互信息值。

相反，真实网络与连边置乱1阶和2阶零模型相比，其互信息

比值略小于 1，说明真实网络拓扑结构与这两种零模型网络

结构相比，抑制了层间的互信息。最后，发现与连边置乱的

2.5阶零模型相比，真实网络的互信息值又略高于该零模型。

4.3 基于Z检验方法和Pearson度相关系数检测度度相关

特性

对于全球语言网络的Wikipedia和Twitter两层网络，它们

之间的Pearson度相关系数如表2所示，同时也计算出不同阶

数连边随机置乱和节点随机置乱零模型的Pearson度相关系

数的均值和标准差。每种零模型的样本数为50，样本数大于

30可以认为是大样本。由于Pearson度相关系数的取值范围

是在[-1,+1]，需采用双边检测的方法。主要是要检测原始实

证网络和不同零模型的Pearson度相关系数之间是否具有显

著性差异，假定零模型的产生方法是将对应节点的标号（位

置）进行随机调换。节点随机置乱零模型的Pearson度相关系

数符合正态分布，那么95%的Z值是1.96，99%的Z值是2.58，
原始实证网络对于连边随机置乱零模型的Z值为51.5远远大

于2.58，因此两者之间存在显著性差异。同理，原始网络和节

点置乱零模型之间也存在显著性差异。相反，连边随机置乱

表1 全球语言双层网络的互信息值

Table 1 Mutual information coefficient of the global
language network

统计量

原始实证网络

连边置乱0阶零模型

连边置乱1阶零模型

连边置乱2阶零模型

连边置乱2.5阶零模型

节点置乱零模型

均值与标准差

0.392
0.016±0.009
0.409±0.002
0.429±0.005
0.385±0.003
0.040±0.009

原始网络与相应

零模型的比值

—

24.500
0.958
0.914
1.100
9.800

表2 全球语言双层网络的Pearson度相关系数

Table 2 Pearson correlation coefficient of the global
language network

统计量

原始实证网路

连边置乱0阶零模型

节点置乱零模型

连边置乱1阶零模型

均值与标准差

0.515
0.309±0.004
0.029±0.009
0.515±0.000

原始网络与相应

零模型的比值

—

51.5
54.0
—
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1阶零模型虽然仅保持了原始网络的度分布，但是该零模型

和原始网络的Pearson度相关系数是完全相同的，两者之间没

有显著性差异。同时，我们也认为该网络中度相关性的来源

是由网络的度分布导致的。由于1阶以上的零模型均保持了

网络的度度相关特性，因此高阶零模型的Pearson度相关系数

均为0.515，和原始网络的值是相同的。

4.4 基于秩检验方法和富人俱乐部系数检测富节点的链接

相关性

对于全球语言网络的Wikipedia和Twitter2层网络，它们

之间的富人俱乐部系数和对应的零模型中该统计量之间的

秩检验如图 15所示。秩检验方法不需要对待假设的统计量

分布做出限制，可以使用在总体方差未知或知道甚少的情况

下，因此具有广泛的适用性。对于每种类型的零模型取 49
组，由于双层网络的富人俱乐部系数范围是为[0, 1]，而真实

网络的富人俱乐部系数为0.414，因此应采取双边检测方法。

如图15所示，实证网络的富人俱乐部系数的排序值均比连边

置乱0阶和1阶零模型、节点置乱零模型要高，因此其富人俱

乐部特性和零模型相比具有显著性差异，显著性水平的衡量

指标为 1-λ，其中 λ = 2 ( )49 + 1 = 0.04 ，实证网络和零模型已

经具有很强的统计意义上的差异，具有较为明显的富人俱乐

部性质。

5 结论
综上所述，本文研究了双层网络的零模型构造及其在两

层网络的结构相关性检测，重点总结了双层网络之间的连接

相关性、度相关性和富节点之间的连接相关性检测算法，并

应用于实证双层网络去检验本文算法的有效性。本文提出

的参照网络零模型的研究方法，提供了一套统一的网络科学

研究范式。一个好的网络零模型能为实证网络提供一个准

确的基准，结合统计量指标就可以准确描述出实际复杂网络

的非平凡特性以及这种非平凡特性的程度和来源。若实证

网络与最简单的零模型在性质上没有差别，那么说明该网络

没有非平凡性质。若已知实证网络与其对应零模型在性质

上具有统计意义上的差别，则说明该网络具有非平凡性质，

并且对于不同网络可以通过比较同一个量化指标来说明它

们拥有这种性质的程度。最终，参照零模型的假设检验方法

遵循从简单到复杂、从低级到高级的顺序逐渐提高零模型和

实证网络的吻合程度，可发现网络特殊性质是由哪些关键因

素决定的。本文研究可检测出实证多双层网络中任意两层

层与层之间复杂的耦合作用，有助于学者们进一步深化对多

层网络结构相关性、复杂性的理解和应用。
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Correlation detection of double-layer network based on null models

AbstractAbstract Recently the framework of multi-layer networks was proposed as a new model of complex networks, and was used in widespread
applications in many fields, such as the cascading failure, the information spreading, the link prediction and the network synchronization. In
multi-layer networks, the correlation and the coupling between two layers of network structures might exist, so it is a very significant issue
how to detect the structural correlation and quantify the correlation between the two layers. In this study we summarize and propose
methods to measure the structural correlation of double-layer networks in three levels. The first level is to detect the overall connection
relationship of the whole double- layer network. The second level is to test the degree correlation characteristics between all nodes at
different layers. At last, the third level is to look for the connection relationship between the rich nodes at different layers. Although the
three kinds of correlations are all dependent on the network statistics, these statistics are all without units. Furthermore, the sizes and the
structures of different networks see a great difference. Therefore, absolute numerical values of some statistics often are not important and we
put forward a variety of null models for double-layer networks as a reference. Through the hypothesis testing methods, we can quantify the
structure correlation in double- layer networks, and try to analyze the intrinsic mechanism of inducing this kind of structure correlation.
Finally, we use an empirical double-layer network（the global language multi-layer network）to verify the effectiveness of our methodology.
This methodology can be used to detect the complex coupling between the layers in an empirical double-layer network, and for the better
understanding of multi-layer networks and for new applications based on the structure complexity of multi-layer networks.
KeywordsKeywords multi-layer network; null model; random mixing of edges; structure correlation
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