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引言

高斯过程模型是源于贝叶斯神经网络

而逐渐发展起来的一种机器学习算法建模

工具。20 世纪 90 年代中期，Neal[1] 在对贝

叶斯神经网络的研究过程中发现，具有一个

隐藏层的神经网络当隐藏节点的个数趋于

无穷时，该神经网络等价于一个高斯过程。

此发现激发了人们直接利用高斯过程处理

监督学习问题的兴趣，Rasmussen[2] 在他的

博士论文里详细研究了面向回归问题的高斯

过程模型；文献 [3] 系统地研究了基于高斯

过程模型的回归和分类算法。随后，许多学

者从不同方面展开了研究。经过 20 年的发展，

高斯过程模型目前已经发展成为了一种具有

完整理论体系的建模工具，并被用于回归 [2]、

分类 [3]、多任务学习 [4]、强化学习 [5]、半监

督学习 [6]、排序学习 [7]、多示例多标记学习
[8]、多视角学习 [9] 和偏标记学习 [10] 等各种

机器学习框架中。

令 D 表 示 观 察 数 据、H 表 示 假 设 空

间， 机 器 学 习 的 目 的 就 是 利 用 数 据 D 在

假设空间 H 中寻找能对新样本的类别标

记进行精确预测的假设 f∈H。高斯过程

模 型 的 基 本 思 想 是 赋 予 f 一 个 高 斯 过 程

先验 f  (x)~GP(0,k(x,x'))，然后利用贝叶斯公

式 推理得到 f 的后验

概率分布 p ( f  |D )，从而得到最佳假设。其中，

k(x,x ') 表示协方差函数；p(D|f ) 是似然，表示 f

成立的情况下观察到数据 D 的概率，它实质上反

映的就是经验风险。以回归和二分类问题为例，

令X={xi}
n
i=1 和 Y=[y1,y2,…,yn]

T 分别表示训练样

本的特征向量和类别标记构成的集合，根

据高斯过程模型中先验概率的定义，潜变

量函数（假设）f 在 X 上的函数值 FX=[f1, 
f2,…, fn]T 的先验概率是一个多元高斯分布
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p(FX|X)=N(FX|0,KX)，其中 KX 为 X 中样本间

的协方差矩阵 (KX(i,j)=k(xi,xj))；然后利用贝

叶斯公式，FX 的后验概率分布可以表示为

最后根据 p(FX | X,Y) 可以计算得到 f 在待预

测样本 x* 上的函数值的后验概率

从 而 可 以 得 到 x* 的 类 别 标 记。 对 于 回

归 问 题， 定 义 的 似 然 函 数 通 常 是 一 个 高

斯 型 函 数， 如 p(Y|FX)=N(Y|FX,σ2I)。 因

此 p(FX | X,Y) 仍 然 是 一 个 高 斯 分 布，

从 而 可 以 得 到 p(f* | X,Y) 的 分 析 表 达 式

其中 KX* 表示 X 中样本和 x* 之间的协方差

矩阵，K*=k(x*, x*)。对于分类问题，似然函

数通常是一个非高斯型函数，如常用的似然

函数 是一个 S 型函数。

因此 p(FX | X,Y) 不是一个高斯分布，需要先

计算 p(FX | X,Y) 的一个近似表达式 q(FX )（通

常是一个高斯分布）；然后利用 q(FX ) 来近

似地计算 p(f* | X,Y) ≈∫ p(f* |FX)q(FX)dFX，以

上就是传统高斯过程模型解决回归或分类

问题的基本过程。由于需要计算并存储协

方差矩阵 KX 及其逆矩阵，而且当似然函数

是非高斯函数时还需要计算后验概率分布

p(FX | X,Y) 的近似表达式，传统高斯过程模

型的存储和计算复杂度通常分别是 O(n2) 和

O(n3)，因此只能处理训练样本规模比较小

的问题。为了降低模型的复杂度，使其可

以处理大规模数据，近年来，人们先后提

出了诱导变量、协方差函数分解、协方差

矩阵逼近和贝叶斯委员会机器等几种解决

方法，本文将对这些方法进行简要介绍。

诱导变量方法
诱 导 变 量 方 法 的 基 本 思 想 是 从 样 本

集 合 X 中， 选 择 一 个 样 本 数 目 较 少 的 子

集 U X，构造一组诱导变量来辅助计算

FX 的概率分布，从而降低模型的复杂度。

由于回归问题的主要计算量来自 FX 的先

验概率 p(FX | X)，因此早期的诱导变量方

法 主 要 侧 重 如 何 降 低 p(FX | X) 的 计 算 复

杂 度。 利 用 乘 法 法 则 可 以 将 p(FX | X) 分

解 为 p(FX | FU, X) 和 p(FU | X) 的 乘 积， 即

p(FX | X)=p(FU | X)p(FX | FU, X)，
其中 FU 表示 f 在 U 上的函数值。根据条件

概率公式，p(FX | FU, X) 的表达式可以分析

得到，即

p(FX | FU, X)=N(FX|KXUKU
-1FU, X)

其 中 K X U  和 K U  是 对 应 的 协 方 差 矩 阵 、

X 。由于 p(FX |FU, X) 的

计算复杂度仍然较高，因此人们进一步提出

在“已知 FU 的条件下，FX 中 的 变 量 之 间

具 有 一 定 的 独 立 性” 这 个 假 设 条 件 下 来

近似地表示 p(FX | FU, X)，比较有代表性

的 有 DTC[11]、FITC[12] 和 PITC[13] 三 种。

DTC 方法假设 FX 中的变量之间的协方差

为 0，因此在该类方法中

p(FX | FU, X) ≈ N(FX|KXUKU
-1FU,0)

FITC 方法假设 FX 中的各个变量之间是相互

独立的，因此

p(FX | FU, X) ≈ N(FX|KXUKU
-1FU,diag( X))

PITC 方法假设 FX 的各个变量之间是部分独

立的，因此条件变量 FX | FU 之间的协方差

矩阵是一个分块对角矩阵，p(FX | FU, X) 可
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以表示为 N(FX|KXUKU
-1FU,blockdiag( X))。

可以看出，利用以上几种方法近似计

算先验概率 p(FX | X) 的复杂度是 O(nm2)，
其中 m 表示诱导样本的个数。由于当 m 的

取值通常达到数百时（远远小于 n），算法

就可以取得较高的精度，因此采用以上描

述的诱导变量方法可以有效降低模型的计

算复杂度。但是该类方法也存在很多问题，

例如利用边缘似然函数学习参数的效果将

较差，对于非高斯型似然函数，FX 的后验

概率分布的计算仍然很困难，不利于处理

回归问题以外的机器学习问题。针对这些

问题，近年来，人们开始关注直接逼近后

验概率分布 p(FX |X,Y) 的诱导变量方法的研

究。与传统高斯过程模型中利用贝叶斯公

式 直 接 计 算 p(FX |X,Y) 的 方 式 不 同， 该 类

方法的基本思想是先计算联合后验概率分

布 p(FX ,FU| X,Y) 的一个高斯逼近 q(FX ,FU)
( 或者后验概率分布 p(FU |X,Y) 的高斯逼近

q(FU)=N(FU|µ, ))；然后对 FU 积分来计算

p(FX |X,Y)，即

或者

这类方法的代表性成果是 2009 年 Titsias[14]

面向回归问题提出的 VAR 算法。该算法先

将联合概率分布 p(FX ,FU| X,Y) 表示为

然 后 通 过 最 小 化 KL 散 度 KL(q(FX ,FU) || 
p(FX ,FU|X,Y)) 来 计 算 q(FX ,FU)， 并 且 假

设 q(FX ,FU)=p(FX |FU)q(FU)， 因 此 只 需 通

过 KL(q(FX ,FU) || p(FX ,FU|X,Y)) 计 算 得

到 µ, 即可。VAR 算法不仅计算复杂度是

O(nm2)，而且提供了一个可以优化诱导点位

置的似然下界，因此受到了人们广泛的关注。

由于 KL(q(FX ,FU) || p(FX ,FU|X,Y)) 等价于

而 就 是

人们熟知的对数似然下界（evidence lower 

bound, ELBO)，即

因此也可以直接通过最大化对数似然下界

来计算 q(FU)。考虑到 VAR 算法不易采用

随 机 梯 度 法 来 计 算 q(FU)，Hensman 等 [15]

提出了新的对数似然下界

log p(Y |X)

≥ q(FU)p(FX |FU, X) log p(Y |FX )dFX dFU

- KL(q(FU)|| p(FU |X ))
并且将其推广到了分类问题中 [16]。以上

几种基于变分推理方法来计算 q(FU) 的策

略， 虽 然 在 回 归 或 者 二 分 类 问 题 中 可 以

取 得 较 好 的 效 果， 但 是 不 易 处 理 似 然 函

数 更 为 复 杂 的 问 题， 为 此 本 课 题 组 提 出

了一种基于拉普拉斯方法来计算 q(FU) 的

策略 [17]。首先将 p(FU |X,Y) 表示为

p(FU|X,Y)=

其 中 p(Y|FU)= p(Y|FX)p(FX|FU,X)dFX； 然 后

利用拉普拉斯方法来计算高斯逼近 q(FU)，

即
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该方法不仅在二分类问题上可以取得较高的

精度，而且可以处理具有复杂似然函数的问

题，目前已经用于处理多示例学习问题和偏

标记学习问题。此外，Hernández-Lobato 等 [18]

在表达式

p(FU|X,Y)=

的 基 础 上， 并 且 在 FITC 条 件 先 验 假 设

p(FX | FU, X) ≈ N(FX|KXUKU
-1FU,diag( X)) 下，

利用 EP 方法得到了 p(FU | X,Y) 的一个新的

逼 近 ， 并 在 文

献 [19] 中将其推广到了多分类问题，2017
年，Bui 等 [20] 将 EP 方法和变分方法统一在

同一个框架下，建立了一种基于 Power EP
方法的逼近算法。

协方差函数分解方法

该类方法的策略是先构造一组显式特

征映射 (x) 来近似地逼近协方差函数，即

k(x,y) ≈ (x)T (y)；换句话而言，就是利用

由这组显式特征映射确定的低维显式特征

空间，近似表示由协方差函数确定的高维

（无限维）隐式特征空间；然后在 (x) 确

定的显式特征空间中构造一个线性高斯过

程模型来建立学习算法。由于线性高斯模

型的计算开销比较小，因此可以较好地扩

展到大规模数据问题。Bochner 定理 [21] 表

明，一个连续函数正定的充要条件是该函

数可以表示为一个有限非负 Borel 测度的

傅里叶变换。对于平稳高斯过程的协方差

函 数 k(x,y)=k(x-y)， 根 据 Bochner 定 理 可

知，只 要 对 k (x ,y ) 进 行 合 适 的 尺 度 缩 放

(x,y)= k(x,y)，就可存在一个概率分布

使得它们之间存在如下的关系：

其 中 。 因 此， 如 果 根 据 概

率 分 布 对 进 行 采 样， 可 以 利 用

得 到 (x,y) 的 一 个 无 偏 估 计，

即 ， 注 意 到 和

(x,y) 都是实值函数，因此可以抛弃

的虚部，用 Z (x)=[cos( Tx)  sin( Tx)]T 来表

示 (x,y)， 即 (x,y)=E (Z (x)T
Z (x))。 根 据

以上性质，文献 [22] 利用蒙特卡洛采样方

法，建立了一组随机傅里叶特征映射

(x)= [cos( T
1x)  sin( T

1x) … cos( T
Mx)  

                  sin( T
Mx)]T

利 用 该 特 征 映 射 可 以 将 潜 变 量 函 数 的 高

斯 先 验 近 似 地 表 示 为

，这将等价于一个线性

高斯过程模型 ，从

而极大地降低了原始模型的复杂度。考虑到

随机采样方法需要的采样点数 M 通常较大，

文献 [21] 将 作为模型参数建立了一种利用

边缘似然对其进行优化选择的算法；文献 [23]
建立了一种 Fastfood 方法来通过随机矩阵近

似生成 ；文献 [24] 在 Fastfood 方法的基础

上建立了一种核学习算法。文献 [25] 将协方

差函数看作一个伪微分算子，利用希尔伯特

空间逼近方法建立了如下形式的特征映射：

从而将原始高斯模型转换成了具有如下先

验的线性高斯过程模型：
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最近，Hensman 等 [26] 将变分方法与傅里叶

特征映射进行结合，建立了一种变分傅里

叶特征映射。

协方差矩阵逼近方法

该类方法的策略是直接利用低维（或

者稀疏）矩阵近似地表示协方差矩阵 KX，

从而降低高斯过程模型的复杂度。在有的

实际应用问题中，训练样本的特征向量采

自于一个笛卡尔网格，对于这样的问题，

文 献 [27] 发 现， 当 采 用 张 量 积 核 作 为 高

斯过程的协方差函数时，协方差矩阵可以

写 成 d 个 阶 方 阵 {Ki|1,2,…,d} 的 克 罗

内 克 积 的 形 式， 即 ， 其 中 d 表

示特征向量的维数。由于克罗内克积具有

、 、

、 的性质，其中

和 分别是 KX 和 Ki 的特征分解，

所以 根 据 以 上 性 质， 高 斯 回 归 模 型 的 存

储和计算复杂度可以分别降低为 和

。随后，文献 [28] 将以上克罗内克

积表示方法推广到了高斯过程分类模型中，

Wilson 等 [29] 放松了对训练数据必须采样于一

个笛卡尔网格的要求，使算法可以处理只有一

部分数据采样于笛卡尔网格的问题。考虑到训

练数据采样于笛卡尔网格是一个比较严苛的条

件，文献 [30] 借助于诱导变分方法的思想提出

了一种矩阵插值的方法，先假设 KX 可以近似

地表示为 KX ≈KXUK-1
UKUX；然后将 KXU 表示为

一个稀疏的插值权重矩阵 W 和 KU 的乘积形式

KXU≈WKU，利用该矩阵插值方法，高斯过程

模型的存储和计算复杂度可以降低到 O(n)。

贝叶斯委员会机器

贝叶斯委员会机器 [31-32] 的基本思想是

把训练集分割成不同的小数据集，在每个

小数据集上训练一个学习器，然后利用贝

叶斯公式把这些子学习器组合得到最终的

学习器。令 {Di|i=1,2,…,l} 表示对训练集 D
的一个分割，则利用贝叶斯委员会机器得

到的 f* 的后验概率分布的近似表达式为

其中 Z 是常数。可以看出，贝叶斯委员会

机器本质上是一种集成学习算法，它也可

以用于高斯过程模型以外的其他各种机器

学习模型。

结束语

本文对构建面向大规模数据的高斯过

程模型的几种主要方法进行了简要介绍，

这些方法各有优缺点。贝叶斯委员会机器

虽然比较简单、直观，但是由于这种将大

数据集拆分为小数据集的策略丧失了不同

小数据集样本之间的关联关系，通常并不

能取得好的结果，更适合于与其他方法配

合使用。协方差函数分解和协方差矩阵逼

近方法，虽然在有的应用问题上可以取得

较好的结果，但是目前这两类方法都对协

方差函数的类型有特定要求，不适合处理

一般性的问题。诱导变量方法由于对协方

差函数没有特定要求，而且可以同时解决

诱导变量的选择和后验概率分布的逼近问

题，相比较而言比其他方法更具一般性，

因此也受到了人们更多的关注，目前已经

建立了可以有效解决回归和分类问题的多
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种 诱 导 变 量 算 法。 由 于 高 斯 过 程 模 型 已

经 被 用 于 排 序 学 习、 多 视 角 学 习 等 各 种

机 器 学 习 框 架 中， 因 此 如 何 将 诱 导 变 量

方 法 推 广 到 这 些 机 器 学 习 框 架 是 下 一 步

需要解决的问题，此外建立面向流数据、

类 不 平 衡 数 据 的 诱 导 变 量 方 法 也 是 值 得

研究的方向。
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